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♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ t❡sts ❞✬✐♥t❡r♦♣ér❛❜✐❧✐té✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞✬✐♥t❡r♦♣ér❛❜✐❧✐té✱ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ t❡st ❡t ❞❡✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳
▲❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❣é♥éré ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ t❡st✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♥✐ ❜✐❛✐sé ♥✐ ♣❡r♠✐ss✐❢✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ❧❡ t❡st ❞✬✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐té✱ ♠♦❞❡❧ ■❖▲❚❙✱ ❝❛s ❞❡ t❡st
❚r❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ✈❡rs✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❘❘ ■♥r✐❛
✯ Pr♦❥❡t ❉✐♦♥②s♦s
❝©■❘■❙❆ ✕ ❈❛♠♣✉s ❞❡ ❇❡❛✉❧✐❡✉ ✕ ✸✺✵✹✷ ❘❡♥♥❡s ❈❡❞❡① ✕ ❋r❛♥❝❡ ✕ ✰✸✸ ✷ ✾✾ ✽✹ ✼✶ ✵✵ ✕ ✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r
✷ ◆✳ ❈❤❡♥
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚♦❞❛②✬s ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡q✉✐♣♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✈❡♥❞♦rs✱ ✐t ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❈♦rr❡❝t
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝✉st♦♠❡r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳
❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤❛t ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❝♦♥❢♦r♠ t♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ st❛♥❞❛r❞s✱ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❈♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✐♥❣ ❬✶❪ ✈❡r✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ ✐ts
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ■❙❖ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛♥❞❛r❞s
❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✮✶✱ ■❊❚❋ ✭■♥t❡r♥❡t ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❚❛s❦ ❋♦r❝❡✮✷✱ ■❚❯ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❯♥✐♦♥✮✸✱ ❡t❝✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
■❙❖✲✾✻✹✻ st❛♥❞❛r❞ ❬✶❪ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②✳ ❈♦♥❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❞✉❝ts ♠❛② ♥♦t ✐♥t❡r♦♣❡r❛t❡ ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❬✷✱ ✸❪✿ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧ st❛♥❞❛r❞s✱
♣♦♦r❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦♣t✐♦♥s✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❡r✈✐❝❡s✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥❛t✉r❡✱ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ♠♦st ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣
❝❛s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s P❧✉❣t❡sts✹ ✱ ❚❡st❢❡sts ❡t❝✳✱ ❛r❡ ❤❡❧❞ r❡❣✉❧❛r❧②✱ ✇❤❡r❡
✈❡♥❞♦rs ♠❛② t❡st ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❢❡❧❧♦✇ ✐♥❞✉str② ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ ❛ ♣❛✐r ✇✐s❡ ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥✉❛❧ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②
t❡st✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✿ ❚❡st s✉✐t❡s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❢♦r♠❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❡st ❝❛s❡s ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❡rr♦rs✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♠❛♥✉❛❧ t❡st ❝❛s❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st ♣✉r♣♦s❡✿ ❆
t❡st s✉✐t❡ ♥❡❡❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉❝❤ t✐♠❡ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ tr❛❝❡s ❜② ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐s ❡rr♦r✲♣r♦♥❡
❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①♣❡rt✳
❯♥❧✐❦❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❡st ❡q✉✐♣♠❡♥t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ t❡st s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ❢♦r r❡❝❡✐✈❡❞
♠❡ss❛❣❡ s②♥t❛①✱ t✐♠✐♥❣✱ ❡t❝✱ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✳ ❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇
②❡❛rs✱ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❖♥❡ str❛✐❣❤t
♠❡❛♥ ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❡st ❝❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❋❙▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ■❯❚ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜②
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❬✼✱ ✸✱ ✶✷✱ ✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❧❛r❣❡ ♦r ❡✈❡♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❡st ❝❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ O((n.mf )2) ✇❤❡r❡ ♥ ✐s t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❋■❋❖ q✉❡✉❡ ♦♥ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts ♦♥ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❋■❋❖ q✉❡✉❡s ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳ ❖t❤❡r
✇♦r❦s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧s ♦r ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞s ♦❢ ❡rr♦r ❬✶✶✱ ✽❪✳ ■♥ ❬✶✸❪✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥t✐t② ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ t❤❛t
✐♥t❡r♦♣❡r❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❇✉t t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②✳
❚❤✐s r❡♣♦rt✱ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❡st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣r❡s❡❧❡❝t❡❞ t❡st ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚♦ r❡❧✐❡✈❡
st❛t❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst ♠❛♥♥❡r
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ t❡st ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t st❛t❡s
t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ✐♥❤✐❜✐t ✉♥♥❡❝❡ss❛r② st❛t❡s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧② r✉❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥t
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥t❡♥❞s t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ t❡st ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧②
✈❡r❞✐❝t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❡st
❝❛s❡ ♠✉st ❜❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ t❡st❡❞✱ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❞❡❝❧❛r❡s ❋❛✐❧ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r♦♣❡r❛t❡ ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜②
r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st ❝❛s❡✱ ✉♥❞❡r ❛ ❢❛✐r♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s r❡♣♦rt ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ✐♥t❡r♦♣❡r✲
❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡♣♦rt ❛♥❞ s✉❣❣❡st ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳
✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s
✷✳✶ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ✭✐♦♣ ❢♦r s❤♦rt ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✮ ✐s t♦ ✈❡r✐❢② n ✭n > 2✮ ♣r♦❞✉❝ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t ❧✐♥❡s
✐♥t❡r♦♣❡r❛t❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❡r✈✐❝❡s✳ ●❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❚❡st ❙②st❡♠
✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐s♦✳♦r❣✴✐s♦
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❡t❢✳♦r❣✴
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐t✉✳✐♥t✴❡♥✴♣❛❣❡s✴❞❡❢❛✉❧t✳❛s♣①
✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡ts✐✳♦r❣✴❲❡❜s✐t❡✴❖✉r❙❡r✈✐❝❡s✴P❧✉❣t❡sts✴❤♦♠❡✳❛s♣①
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
❆ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✸
✭❚❙✮ ❛♥❞ ❛ ❙②st❡♠ ❯♥❞❡r ❚❡st ✭❙❯❚✮ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ n ✭n > 2✮ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❯♥❞❡r ❚❡st ✭■❯❚✮ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t ❧✐♥❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ■❯❚s✱ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥t❡①t✿ ✭✐✮ ▼✉❧t✐✲❈♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ❙❯❚ ❤❛s n ✭n > 2✮ ■❯❚s✳ ✭✐✐✮ ❖♥❡✲t♦✲❖♥❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ❙❯❚ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ t✇♦ ■❯❚s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❖♥❡✲t♦✲❖♥❡ ✐♦♣ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ❡✐t❤❡r ❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ■❯❚s ✐♥
❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ✇❛②✱ ♦r ❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s②st❡♠ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ n ■❯❚s✮✳
■♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✱ t❡st✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✿
• ❯♣♣❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ✭UIAPi✱ i = {1, 2, ...n}✮ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ IUTi ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ✉♣♣❡r
❧❛②❡r✳ UIi ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳ ❚❡st s②st❡♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ UIAPi ✈✐❛ ❯♣♣❡r P♦✐♥t ♦❢ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭UPCOi✮
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ s❡♥❞ t❡st ♠❡ss❛❣❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ IUIi ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ ✐ts ♦✉t♣✉t r❡s♣♦♥s❡s✳
• ▲♦✇❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ✭LIAPi✮ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ IUTi ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♣❡❡r ■❯❚✳ ❈♦♥tr❛r② t♦
UIAPi✱ LIAPi ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❡st s②st❡♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ LIAPi ✈✐❛ ▲♦✇❡r P♦✐♥t ♦❢ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭LPOi) ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ♦♥❧②
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ IUTi ✇✐t❤ ✐ts ♣❡❡r ■❯❚ ❜✉t ♠✉st ♥♦t s❡♥❞ ❛♥② ♠❡ss❛❣❡ t♦ ✐t✳
▲✐❦❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❡sts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏❜❧❛❝❦✲❜♦①✑ t❡st ❬✶✺❪✳ ❚❡st s②st❡♠
❤❛s ♥♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ■❯❚ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ■❯❚s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞✉r✐♥❣
t❡st ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❚❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ■❆P ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ t❡st✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t♦t❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬✶✵❪✳ ✐✳❡✳✱ ❜♦t❤ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ■❆P ♦❢ ❛❧❧ ■❯❚s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇✉t ✐♥
r❡❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❚❙ ❤❛s ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭♦r ❧♦✇❡r✮ ■❆P ♦❢ ❛❧❧ ■❯❚s ♦r ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ■❆P ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st s②st❡♠ t♦ ❝♦♥tr♦❧✴♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ■❯❚s ✈❛r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❣❧♦❜❛❧ t♦t❛❧ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳
✷✳✷ ❋♦r♠❛❧ ▼♦❞❡❧
❋♦r ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✱ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙❯❚ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ t❡st s②st❡♠✱
❢r♦♠ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ■❖▲❚❙ ✭■♥♣✉t✲❖✉t♣✉t ▲❛❜❡❧❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠✮
♠♦❞❡❧❬✻❪ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐♥♣✉t✱ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❧❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ❡✈❡♥t✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❆♥ ■❖▲❚❙ ✐s ❛ t✉♣❧❡ M = (QM ,ΣM , TM , qM0 ) ✇❤❡r❡ Q
M ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ M ✇✐t❤ qM0 ✐ts
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ΣM ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ M ✳ ■♥ ■❖▲❚❙ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛❝t✐♦♥s ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✿ ❲❡ ♥♦t❡ p?a ✭r❡s♣✳ p!a✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✭r❡s♣✳ ♦✉t♣✉t✮ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ a ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡ p✳ TM ⊆ QM × (ΣM ∪ τ)×QM
✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ τ /∈ ΣM st❛♥❞s ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ (q, α, q′) ∈ TM ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ♥♦t❡❞
q
α
−→M q
′✳
❖t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥s ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ■❖▲❚❙ M ✱ ❛♥❞ ❧❡t ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥t α ∈ ΣM ✇✐t❤ α = p · {?, !} ·m✱ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡
❡✈❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ µi ∈ Σ
M ∪ τ ✱ ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts σ ∈ (ΣM )∗✱ ❛♥❞ q✱ q′∈ QM ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿
• ΣM ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞✿ ΣM=ΣMU ∪ Σ
M
L ✱ ✇❤❡r❡ Σ
M
U ✭r❡s♣✳ Σ
M
L ✮ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮
✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ΣM ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥♣✉t ✭ΣM
I
✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♠❡ss❛❣❡s ✭ΣM
O
✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②
t❡st✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ΣM
I
U ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❡✈❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
st✐♠✉❧✐ s❡♥t ❜② t❤❡ t❡st s②st❡♠✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✳
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
✹ ◆✳ ❈❤❡♥
• Out(q) =def {α ∈ ΣM
O
|∃q′, q
α
−→M q
′} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t♣✉ts ❛t st❛t❡ q✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ In(q) =def {α ∈ Σ
MI |∃q′, q
α
−→M q
′}
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ Γ(q) =def {α ∈ Σ
M |∃q′, q
α
−→M q
′} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts ❛t t❤❡ st❛t❡ q✳
• q ❛❢t❡r σ =def {q′ ∈ QM |q
σ
⇒M q
′} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ q ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s σ✳
❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ■❖▲❚❙ ■♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✱ t❤❡ t❡st s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ tr❛❝❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠✱ ❜✉t
❛❧s♦ q✉✐❡s❝❡♥❝❡ ❜② t✐♠❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r q✉✐❡s❝❡♥❝❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ q✉✐❡s❝❡♥❝❡
♦❢ ❛ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✳ ❆ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳✷✲❛✮ ✐s ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t
❡✈♦❧✈❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ✐✳❡✳ Γ✭q✮ ❂ Ø✳ ❆♥ ♦✉t♣✉t❧♦❝❦ st❛t❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳✷✲❜✮ ✐s ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦r ✐♥♣✉t✭s✮✱
✐✳❡✳ Γ✭q✮⊆ΣM
I
✳ ❆ ❧✐✈❡❧♦❝❦ st❛t❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳✷✲❝✮ ✐s ❛ st❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❞✐✈❡r❣❡s ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
❛❝t✐♦♥s✳ ✐✳❡✳ q ∈ livelock(M) =def ∃τ1,✳✳✳✱ τn,q
τ1...τn−→ M q✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s✱ ♦✉t♣✉t❧♦❝❦ st❛t❡s ❛♥❞ ❧✐✈❡❧♦❝❦ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ■❖▲❚❙ ▼ ❜② ❞❡❛❞❧♦❝❦✭▼✮✱ ♦✉t♣✉t✲
❧♦❝❦✭▼✮✱ ❛♥❞ ❧✐✈❡❧♦❝❦✭▼✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t❧♦❝❦✱ ✐✳❡✳✱ ❞❡❛❞❧♦❝❦✭▼✮⊆♦✉t♣✉t❧♦❝❦✭▼✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ q✉✐❡s❝❡♥t st❛t❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②✿ q✉✐❡s❝❡♥t✭▼✮ ❂ ♦✉t♣✉t❧♦❝❦✭▼✮ ∪ ❧✐✈❡❧♦❝❦✭▼✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ◗✉✐❡s❝❡♥t st❛t❡s
❆♥ ■❖▲❚❙ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q✉✐❡s❝❡♥❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ■❖▲❚❙ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧❧♦✇✿
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❚❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❖▲❚❙ M = (QM ,ΣM , TM , qM0 ) ✐s ❛♥ ■❖▲❚❙ △(M) = (Q
∆(M)✱ Σ∆(M)✱
T∆(M)✱ q
∆(M)
0 ) ✇❤❡r❡ Q
∆(M) ❂ QM ❀ q
∆(M)
0 = q
M
0 ❀ Σ
∆(M) ❂ΣM∪{δ} ✇✐t❤ δ ∈Σ∆(M)
O
✳ ✐✳❡✳✱ δ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t q✉✐❡s❝❡♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ T∆(M) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ TM ❜② ❛❞❞✐♥❣
❧♦♦♣s ❢♦r ❡❛❝❤ q✉✐❡s❝❡♥t st❛t❡ q✳ ✐✳❡✳✱ T∆(M) ❂ TM∪④(q, δ, q) |q ∈ quiescent(M)⑥
❋♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❙✱ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ △(S) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ tr❛❝❡s ♦❢ ❙ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❙❚r❛❝❡s✭❙✮✳ ❙❚r❛❝❡s ✭❙✮
r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ q✉✐❡s❝❡♥❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ■❯❚ ✐s ❛❧s♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts s✉s♣❡♥s✐♦♥ tr❛❝❡s ❙❚r❛❝❡s✭IUT ✮✳
❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ■♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ■❯❚s ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❬✶✵✱ ✻❪ ❛s
♠❡ss❛❣❡s ♠❛② ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❛②❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✻❪✱ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s
✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t✇♦ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❋■❋❖ q✉❡✉❡s✳ ❆♥❞✱ ❛s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❡st✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ t❡st✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❡rr♦r✲❢r❡❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t❡❞ S1‖AS2 ❢♦r t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ■❖▲❚❙ S1 ❛♥❞ S2✳
❆ st❛t❡ ✐♥ S1‖AS2 ✐s ❛ ❢♦✉r✲t✉♣❧❡ (q1, q2, f1, f2) ✇❤❡r❡ q1∈Q
S1 ,q2∈Q
S2 , f1 ✭r❡s♣✳f2✮ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ S1✭r❡s♣✳S2✮✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ st❛t❡ (q1, q2, f1, f2) ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ S1 ❛♥❞ S2 ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ st❛t❡ q1 ❛♥❞
q2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ S1 ❛♥❞ S2 st♦r❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s f1 ❛♥❞ f2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♦♣ ❈r✐t❡r✐❛ ■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t♦t❛❧ ✐♦♣ t❡st✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✐✳❡✱ ❜♦t❤ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ■❆P ♦❢ t✇♦
■❯❚s ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ t♦t❛❧ ✐♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❛②s t❤❛t✿ ❚✇♦ ■❯❚s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜❧❡ ✐✛ ❛❢t❡r
❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ q✉✐❡s❝❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❢♦r❡s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳
I1iopGI2 ❂ ∀σ∈ ❙❚r❛❝❡s ✭S1‖AS2✮✱ ❖✉t✭I1‖AI2✱ σ✮ ⊆ ❖✉t✭△✭S1‖AS2✮✱ σ✮
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
❆ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✺
✸ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ●❡♥❡r❛t✐♦♥
✸✳✶ ❖✉t❧✐♥❡s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣❧♦❜❛❧ t♦t❛❧ ✐♦♣ t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❣❡♥❡r✲
❛t❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ❈❛s❡s ✭■❚❈✮ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ■❯❚s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛r❡ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ■❯❚s ❛r❡ ❜❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st P✉r♣♦s❡ ✭■❚P✮ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡✲
s❡♥ts ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❚❈ ♦♥ ❙❯❚ r❡t✉r♥s ❛ ✈❡r❞✐❝t ✿ verdict(ITC, SUT ) ∈
{Pass, Fail, Inconclusive}✳ ❱❡r❞✐❝t Pass ♠❡❛♥s t❤❡ t❡st ♣✉r♣♦s❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡rr♦r ❞❡t❡❝t❡❞✱ Fail ♠❡❛♥s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ Inconclusive ♠❡❛♥s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ■❯❚s ✐s ❝♦rr❡❝t ✇✳r✳t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱
❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t❡st ♣✉r♣♦s❡✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s △(S1)✱ △(S2) ❛♥❞ ■❚P✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s △✭S1‖AS2✮ ✇✳r✳t t❤❡ ■❚P✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥t❡♥❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✬ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ■❚P✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ st❛t❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♣ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ■❚P ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤
❛ttr✐❜✉t❡s ❆❝❝❡♣t ✭♠❛♥❞❛t♦r②✮ ❛♥❞ ❘❡❢✉s❡ ✭♦♣t✐♦♥❛❧✮✱ ✇❤❡r❡ ❆❝❝❡♣t ✭r❡s♣✳ ❘❡❢✉s❡✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭r❡s♣✳
✉♥❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ✇✳r✳t ■❚P✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛❧s♦ s❡r✈❡ t♦ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ✐✳❡✳✱ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝✉t ❛s s♦♦♥ ❛s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t s♦♠❡ st❛t❡s
❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✭❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❝♦♥✢✐❝t ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t r✉❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧②✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧② ✈❡r❞✐❝ts ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ t❡st ❝❛s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡✳
✸✳✷ ❋♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st P✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ❚❡st ❈❛s❡
✸✳✷✳✶ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②❚❡st P✉r♣♦s❡
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❡st✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❡rr♦rs ✐♥ ❙❯❚✳ ❍♦✇❡✈❡r ♣r♦✈✐♥❣ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s ❡❧✉s✐✈❡ ❛s ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❬✺❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠♦st t❡sts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣
t❡st ♣✉r♣♦s❡s✳ ❆ t❡st ♣✉r♣♦s❡ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt② t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❡①♣❡rts ♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❡st s❡❧❡❝t✐♦♥ ❬✹❪✳
■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ♣✉r♣♦s❡ t♦ s❡❧❡❝t t❡st ❝❛s❡s✳ ■♥❢♦r♠❛❧ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st
♣✉r♣♦s❡s ✭■❚P✮ ❛r❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ■❖▲❚❙ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ s❡❧❡❝t t❤❡ t❛r❣❡t ❜❡❤❛✈✐♦r✱ s♦♠❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ■❚P ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ttr✐❜✉t❡s ❆❝❝❡♣t t♦ ❞❡✜♥❡ P❛ss ✈❡r❞✐❝t✱ ✇❤✐❧❡ ❘❡❢✉s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥s ✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s
♦❢ t❤❡ t❡st✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❆♥ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st P✉r♣♦s❡ ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❝②❝❧✐❝ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ■❖▲❚❙✿ ■❚P ❂ ✭QITP , ΣITP ✱ T ITP ✱ qITP0 ✮
✇❤❡r❡✿
• ΣITP⊆ΣS1∪ΣS2 ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ■❚P ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ✐✳❡✱ ❛♥
■❚P ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✳r✳t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳
• QITP ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✳ ❆♥ ■❚P ❤❛s t✇♦ s❡ts ♦❢ tr❛♣ st❛t❡s AcceptITP ❛♥❞ RefuseITP ✳ AcceptITP st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ❆❝❝❡♣t ✳ RefuseITP st❛♥❞ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥s ✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s r❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ❘❡❢✉s❡✳ ❙t❛t❡s ✐♥ AcceptITP ❛♥❞ RefuseITP ❛r❡ ♦♥❧②
❞✐r❡❝t❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ■❯❚s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❜♦① t❡st✐♥❣✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
♦✉t♣✉ts ✐s ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❡st s②st❡♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❦♥♦✇ ✐❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡♥t t♦ ❛♥ ■❯❚✱ ❜✉t ♥♦t ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ■❯❚
❤❛s ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ AcceptITP 6=Ø ∧ AcceptITP∩RefuseITP❂ Ø✳
• ■❚P s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐♥ ■❚P✱ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ st✐♠✉❧✐ s❡♥t ❜② ❚❙ ✭❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
❡✈❡♥ts✮ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ■❯❚ ✭♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✮✳
• ■❚P ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ ❛❧❧♦✇s ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ✏∗✑ ❧❛❜❧❡ ❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ■❚P✱
✇❤❡r❡ ✏∗ ✑ ✐s ❛♥ ❛❜❜r❡✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts ❧❡❛✈✐♥❣ q✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✏∗ ✑ ❛❧❧♦✇s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❡st ♣✉r♣♦s❡s ❛t
❛♥ ❛❜str❛❝t ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✸✳✸ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st P✉r♣♦s❡ ✲ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s Pr♦❞✉❝t
❚❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ △(S1)✱ △(S2) ❛♥❞ ■❚P✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ △✭S1‖AS2✮ ✇✳r✳t t❤❡ ■❚P✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥t❡♥❞s t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ♦❜s❡r✈❡✴❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ■❚P ♦♥ t❤❡ ❙❯❚✳
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
✻ ◆✳ ❈❤❡♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ △(S1)✱ △(S2) ❛♥❞ ■❚P ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ■❖▲❚❙ △(STP ) =✭Q
△(STP ), Σ△(STP )✱ T△(STP )✱
q
△(STP )
0 ✮ ✇❤❡r❡✿
• Σ△(STP )⊆Σ△(S1)∪Σ△(S2) ✐s t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳
• Q△(STP )✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✳ ❊❛❝❤ st❛t❡ ✭q△(S1), q△(S2)✱qITP ✱f1✱f2✮ ∈ Q△(STP ) ✐s s✉❝❤ t❤❛t q△(S1)∈Q△(S1)✱ q△(S2)∈Q△(S2)✱
qITP∈QITP ✱ f1 ✭r❡s♣✳ f2✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡✉❡ ♦❢ △(S1) ✭r❡s♣✳ △(S2)✮✳ q
STP
0 ❂ ✭q
△(S1)
0 ✱q
△(S2)
0 ✱q
ITP
0 ✱ε✱ε✮ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ♦❢ ❙❚P✱ ✇❤❡r❡ q
△(S1)
0 , q
△(S2)
0 ✱ q
ITP
0 ❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ✐♥ △(S1), △(S2) ❛♥❞ ■❚P r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ε ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❡♠♣t② ✐♥♣✉t
q✉❡✉❡✳
•
{
Accept△(STP ), Refuse△(STP )
}
⊆Q△(STP ) ✇❤❡r❡Accept△(STP ) ❂Q△(STP ) ∩ (Q△(S1) ×Q△(S2)×AcceptITP ) ❛♥❞Refuse△(STP )
❂ Q△(STP ) ∩ (Q△(S1)× Q△(S2) ×RefuseITP )
• △(STP ) ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✿ ◆♦ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ st✐♠✉❧✐ s❡♥t ❜② ❚❙ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ■❯❚✳
❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✱ s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣r✉♥❡❞✿ ❊✐t❤❡r ♦♥❡ st✐♠✉❧✉s ✐s ❦❡♣t
❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ■❯❚ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ♣r✉♥❡❞✱ ♦r ❛❧❧ ■❯❚ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❦❡♣t ❜✉t st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♣r✉♥❡❞✳
• T△(STP ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
• Q△(STP ) ❛♥❞ T△(STP ) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ▲❡t q△(STP ) = ✭q△(S1), q△(S2)✱qITP ✱f1✱f2✮ ❜❡ ❛ st❛t❡ ✐♥ △(STP )✱ ❛♥❞
❧❡t a ❜❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❛t st❛t❡ q△(S1)♦r q△(S2) ♦r qITP ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t a ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥ ✐♥♣✉t✱ ♦r ❛ q✉✐❡s❝❡♥❝❡✳ ❆ ♥❡✇
tr❛♥s✐t✐♦♥ (q△(STP ), a, p△(STP )) ∈ T△(STP ) ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✭✐✮ ■❢ ■❚P ✐s ✐♥ ♥❡✐t❤❡r ❆❝❝❡♣t ♥♦r
❘❡❢✉s❡ st❛t❡✱ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❜❡❧♦✇✳ ■❢ ♦♥❡ r✉❧❡ ✐s ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✱ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ △(STP )
❧❛❜❡❧❡❞ ❜② a ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡✳ ✭✐✐✮ ■❢ ■❚P ✐s ✐♥ ❆❝❝❡♣t ♦r ❘❡❢✉s❡ st❛t❡✱ ♥♦ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❝r❡❛t❡❞✳ ✐✳❡✳✱ ❆❝❝❡♣t
❛♥❞ ❘❡❢✉s❡ ✐♥❤✐❜✐t ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❘✉❧❡ ✶ ■❢ a ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❝t✐♦♥ ♦r ❛ q✉✐❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ △(Si) ✭✐❂④✶✱✷⑥✮✱ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ △(STP ) ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② a ✐s ❝r❡❛t❡❞✳
❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ■❯❚s✳
✭✶✳✶✮ ■❢ a ∈ Σ
△(S1)
U ✱ (q
△(S1), a, p△(S1)) ∈ T△(S1)✱ (qITP , a, pITP ) ∈ △ITP =⇒(q△(STP ), a, p△(STP )) ∈ T△(STP ) ✇❤❡r❡ p△(STP ) =
✭p△(S1), q△(S2)✱pITP ✱f1✱f2✮✳
✭✶✳✷✮ ■❢ a ∈ Σ
△(S2)
U ✱ (q
△(S2), a, p△(S2)) ∈ T△(S2)✱(qITP , a, pITP ) ∈ △ITP=⇒ (q△(STP ), a, p△(STP )) ∈ T△(STP ) ✇❤❡r❡ p△(STP ) =
✭q△(S1), p△(S2)✱pITP ✱f1✱f2✮✳
❘✉❧❡ ✷ ■❢ a ✐s ❛ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ △(Si) ✭❡①❝❡♣t q✉✐❡s❝❡♥❝❡✮✱ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ △(STP ) ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② a ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ a ✐s ♣✉t
✐♥t♦ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡✉❡ ♦❢ △(Sj) ✭✐✱❥❂④✶✱✷⑥✱ ✐ 6=❥✮ ✿
✭✷✳✶✮ ■❢ a ∈ Σ
△(S1)
O
L ❭δ✱ (q
△(S1), a, p△(S1)) ∈ △(S1)✱ (qITP , a, pITP ) ∈ △ITP=⇒ (q△(STP ), a, p△(STP )) ∈ T△(STP ) ✇❤❡r❡ p△(STP ) =
(p△(S1), q△(S2), pITP , f1, f
′
2) ✇✐t❤ f
′
2 = f2.a✳
✭✷✳✷✮ ■❢ a ∈ Σ
△(S2)
O
L ❭δ✱ (q
△(S2), a, p△(S2)) ∈ T△(S2)✱ (qITP , a, pITP ) ∈ △ITP=⇒ (q△(STP ), a, p△(STP )) ∈ T△(STP ) ✇❤❡r❡ p△(STP ) =
(q△(S1), p△(S2), pITP , f ′1, f2) ✇✐t❤ f
′
1 = f1.a✳
❘✉❧❡ ✸ ■❢ a ✐s ❛ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ a ✐s t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡✉❡ ♦❢ △(Si)✱ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ △(STP ) ❧❛❜❡❧❡❞
❜② a ✐s ❝r❡❛t❡❞✳
✭✸✳✶✮ ■❢ a ∈ Σ
△(S1)
I
L ✱ a ∈ head(f1)✱ (q
△(S1), a, p△(S1)) ∈ T△(S1)✱ (qITP , a, pITP ) ∈ △ITP=⇒ (q△(STP ), a, p△(STP )) ∈ T△(STP ) ✇❤❡r❡
p△(STP ) = (p△(S1), q△(S2), pITP , f ′1, f2) ✇✐t❤ f1 = a.f
′
1✳
✭✸✳✷✮ ■❢ a ∈ Σ
△(S2)
I
L ✱ a ∈ head(f2)✱ (q
△(S2), a, p△(S2)) ∈ T△(S2)✱ (qITP , a, pITP ) ∈ △ITP=⇒ (q△(STP ), a, p△(STP )) ∈ T△(STP ) ✇❤❡r❡
p△(STP ) = (q△(S1), p△(S2), pITP , f1, f
′
2) ✇✐t❤ f2 = a.f
′
2✳
• ❘✉❧❡ ✶ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✉♣♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✈❡♥ts ♦r q✉✐❡s❝❡♥❝❡✿ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ q✉❡✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ △(Si) ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈❡♥t✳ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐❢ ✐t ✐s ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ △(Si) ❛t ✐ts st❛t❡ q
△(Si)✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ st❛t✉s
♦❢ q✉❡✉❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s r✉❧❡✱ q△(Si) ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ p△(Si)✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ a ✐s ❛ q✉✐❡s❝❡♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ qITP ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
pITP ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ■❚P ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐♥ ■❚P ❛❧❧♦✇s ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
❆ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✼
♦❢ ■❚P ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✏✯✑ ❧♦♦♣s✳ ✏✯✑ st❛♥❞s ❢♦r ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s ❛t ❛ st❛t❡ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t
t❤✐s st❛t❡✳
• ❘✉❧❡ ✷ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦✉t♣✉t ❡✈❡♥ts✳ ❆♥ ♦✉t♣✉t ✐s ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐❢ △(Si)
✐s ✐♥ ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ a ✐s t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡✉❡ ♦❢ △(Sj)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
♥♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❋■❋❖ q✉❡✉❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐s ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧✳
• ❘✉❧❡ ✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥♣✉t ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r t❤❛t ❛♥ ✐♥♣✉t ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r △(Si) s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛t ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♥t ❜② △(Sj)✳ ✐✳❡✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡
a t♦ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉st ❜❡ ❛t t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❋■❋❖ q✉❡✉❡ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ △(Si) t❤❡♥ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡
q✉❡✉❡✳
✸✳✸✳✶ ❉❡♣t❤✲✜rst ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❙❚P ❈♦♥str✉❝t✐♦♥
❚❤❡ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ △(S1)✱ △(S2) ❛♥❞ ■❚P r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
q
△(STP )
0 ✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❆❝❝❡♣t ♦r ❘❡❢✉s❡ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❝❛t✐♦♥s
✇✳r✳t t❤❡ ■❚P✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆❝❝❡♣t ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ■❚P✳ ❲❤✐❧❡ ❘❡❢✉s❡ ♠❡❛♥s t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❝❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❆❝❝❡♣t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ■❚P✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✐t ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢✉rt❤❡r ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ q
△(STP )
0 ✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤r❡❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿
✶✳ ❆t st❛t❡ q ✱ ♦♥❧② ♦♥❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ △(STP )✳
✷✳ ❆t st❛t❡ q ✱ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ✐✳❡✳✱ ❛t ❧❡❛st t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ q ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ st❛t❡ ❛♥❞ st♦r❡❞
✐♥ ❛ st❛❝❦✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s t♦ ❝❛rr② ♦✉t △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
✐✳❡✳✱ Accept ♦r Refuse ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
• ■❢ Accept△(STP ) ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛t❤
t❤❛t tr❛✈❡rs❡s q
△(STP )
0 ❛♥❞ t❤❡ Accept
△(STP )✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛❝❦tr❛❝❦s t♦ st❛t❡ q ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r✉❧❡
t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❙❚P ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
• ■❢ Refuse△(STP ) ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛❝❦tr❛❝❦s t♦ st❛t❡ q ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r✉❧❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ △(STP )
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
• ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r✉❧❡s ❛t st❛t❡ q ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ q ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ △(STP )✳ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ △(STP ) ❤❛s ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦r ❛
st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿
• ❆t ❜r❛♥❝❤✐♥❣ st❛t❡ q ✱ ✐❢ ♥♦ r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ②❡t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥
△(STP )✳
• ❆t ❜r❛♥❝❤✐♥❣ st❛t❡ q ✱ ✐❢ ✭❛t ❧❡❛st✮ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r✉❧❡ t❤❛t
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ②❡t✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤✐s r✉❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧❛❜❡❧s Γ(q) ❛t st❛t❡ q✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿
✕ ❚❤❡ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✢✐❝t ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧❛❜❡❧s ❛t st❛t❡ q ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ △(STP )
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
✕ ❚❤❡ r✉❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✭❛t ❧❡❛st ♦♥❡✮ ❡①✐st✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❛t st❛t❡ q✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❜❡❧ ✭❡✈❡♥t✮ l ∈ Γ(q)
t❤❛t ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ AcceptSTP ✳ ■❢ ♥♦t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡✳
❇② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ❝♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ❚♦ ♣r✉♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ △(STP ) ✐s
✜♥✐s❤❡❞ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳
✸✳ ❆t st❛t❡ q ✱ ♥♦ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ st❛❝❦ t❤❛t st♦r❡s ❜r❛♥❝❤✐♥❣ st❛t❡s ✐s ❡♠♣t②✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱ ✇❡ ❥✉♠♣
t♦ st❛t❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ t❤❡ st❛❝❦ ✐s ❡♠♣t②✳ ✐✳❡✳✱
♥♦ ♠♦r❡ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳
❚❤❡ △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❆❝❝❡♣t P❛t❤ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
✽ ◆✳ ❈❤❡♥
✸✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s S1 ❛♥❞ S2 r❡♣r❡s❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞ ❛ s❡r✈❡r✳ U1?CNR ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ r❡q✉❡st ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❧❡ U1?Close ✐s ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
r❡q✉❡st✳ l1!cnr ✭r❡s♣✳ l2?cnr✮ ✐s t❤❡ r❡q✉❡st s❡♥t t♦ ✭r❡s♣✳ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜②✮ t❤❡ ♣❡❡r ■❯❚✳ l2!ack ✭r❡s♣✳ l2!nack✮ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✭r❡s♣✳ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r✱ ❛♥❞ U1!ACK ✭r❡s♣✳ U1!NACK✮ ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ l2!ack ✭r❡s♣✳ l2!nack✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ q✉✐❡s❝❡♥❝❡ st❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❡❞✿ ■♥ S1✱ t✇♦ st❛t❡s
❝♦♥t❛✐♥ ♦✉t♣✉t❧♦❝❦s ④✵✱ ✷⑥❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ S2✱ st❛t❡ ✵ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ♦✉t♣✉t❧♦❝❦✳
❚❤❡ ■❚P ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❛✐♠s ❛t t❡st✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ r❡q✉❡st CNR s❡♥t t♦ IUT1 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ l2!ack✱
✇❤✐❧❡ l2!nack ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Refuse ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts s✉❜s❡q✉❡♥t t♦ l2!nack ❛r❡ ♥♦t t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ t❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♦♣ t❡st ♣✉r♣♦s❡
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝②❝❧❡s
✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡♣t❤✲✜rst △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♣t❤ ❝♦♥✜❣✉r❡❞
t♦ ✺✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣r❛♣❤ △(STP ) ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ❙❚P
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡△(STP ) ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r❞❡rs✿ ❋✐❣✳✹✲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ st❛t❡ (2, 0, 1, ε, cnr)✱
l2?cnr ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✜rst ♦t❤❡r t❤❛♥ U1?Close✳ ❆s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ l2?cnr ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ Accept△(STP )✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♥❡❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡ ✐ts ❝♦♥✢✐❝t ❛❝t✐♦♥ ❯✶❄❈❧♦s❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❋✐❣✳✹✲❜ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❯✶❄❈❧♦s❡ ✐s
❡①♣❧♦r❡❞ ❜❡❢♦r❡ l2?cnr✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠♦r❡ st❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ Accept△(STP )✳ ■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ ❜♦❧❞ ♣❛rts ❛r❡ t❤❡
❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ■❚P ✭❆❝❝❡♣t ❛ttr✐❜✉t❡✮✳ ❲❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t ✐♥ ❋✐❣✳✹✲❜✱ st❛t❡ (0, 0, 1, ε, cnr) ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥✢✐❝t ❛❝t✐♦♥s ❯✶✦❈◆❘ ❛♥❞ L2?cnr✳ ❈♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r✉♥❡❞
❧❛t❡r ✐♥ ❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✇❛②✳
❇❡s✐❞❡s✱ ❛❧❧ t❤❡ q✉✐❡s❝❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡
st❛t❡s✱ s♣❡❝✐✜❡❞ q✉✐❡s❝❡♥❝❡s ❛r❡ ❛✉t❤♦r✐③❡❞✳
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
❆ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✾
✸✳✹ ❚❡st ❈❛s❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ❢r♦♠
△(STP )✳
❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❋✐rst✱ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠
△(STP ) ✇❤✐❧❡ ♠❛s❦✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s✳ ❆s ✐♥ ✐♦♣ t❡st✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦①✱ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢
■❯❚ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥t t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡s❡ ❛❝t✐♦♥s ❜② τ ✳ ❚❤❡♥✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ △(STP ) ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ τ ✲ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐❞❡s ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥s τ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥✳
❈♦♥✢✐❝t ♣r✉♥✐♥❣ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥ △(STP ) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r✉♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❆❝❝❡♣t ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ♣r✉♥❡❞✳
◗✉✐❡s❝❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ◆♦t ❛❧❧ t❤❡ q✉✐❡s❝❡♥❝❡s ❛r❡ ❦❡♣t✳ ◗✉✐❡s❝❡♥❝❡ ✐s ♦♥❧② ❦❡♣t ❛t st❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❜✉t ♥♦t
st✐♠✉❧✐ ✭st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s❡♥t ❜② t❤❡ t❡st❡r✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ tr❛♣ st❛t❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ q✉✐❡s❝❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♣ st❛t❡s ✐♥
❛♥ ■❚❈ ❛r❡ t❤❡ ✈❡r❞✐❝ts✳
✸✳✺ ❱❡r❞✐❝ts ❆ss✐❣♥♠❡♥t
❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡✱ ✈❡r❞✐❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❆ ✈❡r❞✐❝t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
❛ t❡st ❝❛s❡✳ ■t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙❯❚ ❞✉r✐♥❣ t❡st ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts
❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ✈❡r❞✐❝ts✳
✶✳ P❛ss✿ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❯❚ ✐s ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♣ t❡st ♣✉r♣♦s❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
✷✳ ■♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✿ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t❡st ♣✉r♣♦s❡
✸✳ ❋❛✐❧✿ ❆t ❧❡❛st ❛♥ ❡rr♦r ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳
❚♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ✈❡r❞✐❝ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ △(STP ) ❛s ✐♥♣✉ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ v ∈
❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞✿
✶✳ ❋♦r v∈ Accept△(STP )✱ v ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r❞✐❝t Pass✿ Pass =④v| u ∈❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ v∈ Accept△(STP )✱ a ∈
Σ△(STP )✱ u
a
−→△(STP ) v⑥✳
✷✳ ❋♦r v ∈ Accept△(STP ) t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ♦✉t♣✉t r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ st❛t❡ ✐♥ △(STP ) ❜✉t ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐ts❡❧❢✱
❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡r❞✐❝t ■♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦✉t♣✉t ✐s ❛❞❞❡❞✳ Inconclusive ❂④u|∃v ∈ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s
✱u ∈ Q△(STP ) ∩ u /∈ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ a ∈ Γ(v), v
a
−→△(STP ) u⑥✳
✸✳ ■❢ ❛ st❛t❡ v ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ✐♥ ❡✐t❤❡r S1 ♦r S2✳ ❆ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t ıotherwise✑ ❛♥❞ ✈❡r❞✐❝t Fail
✐s ❛❞❞❡❞✳ (v, otherwise, Fail) ✇❤❡r❡ Fail =④u|v ∈ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s✱otherwise /∈ Σ△(STP )
O
,¬(v
otherwise
−→ △(STP ) u)⑥✳
❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ❖t❤❡r✇✐s❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡♦✉t ♥♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t t❤❡s❡ st❛t❡s✳ ✐✳❡✳✱ s♣❡❝✐✜❡❞ t✐♠❡♦✉t ✐s
t♦❧❡r❛t❡❞✳
✸✳✻ ■♦♣ ❚❡st ❈❛s❡
❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r❞✐❝t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
❛♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❡st ✇✳r✳t t❤❡ ■❚P✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡ ✐s ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ■❖▲❚❙ △(ITC)❂✭Q△(ITC), Σ△(ITC)✱ T△(ITC)✱ q
△(ITC)
0 ✮ ✇❤❡r❡
• Q△(ITC)= Accept❴path❴states∪Pass∪Inconclusive∪Fail ✳ ④P❛ss✱ ❋❛✐❧✱ ■♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡⑥❛r❡ t❤❡ tr❛♣ st❛t❡s ♦❢ △(ITC)✱ r❡♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡r❞✐❝ts ♦❢ ❛ t❡st ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
• Σ△(ITC)⊆④(Σ△(S1)U ∪ Σ
△(S2)
U ✮∪(Σ
△(S1)
O
L ∪ Σ
△(S2)
O
L )∪ otherwise⑥ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧♣❤❛❜❡ts✳
• T△(ITC)❂ Accept❴path❴transitions ∪ TInconclusive ∪ TFail✳
❆♥ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
✶✵ ◆✳ ❈❤❡♥
✶✳ ❋r♦♠ ❛♥② st❛t❡ ✐♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡s✱ ❛ ✈❡r❞✐❝t ♠✉st ❜❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✿ ∀q ∈ Q△(ITC), ∃σ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r p ∈ ④P❛ss✱ ❋❛✐❧✱
■♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡⑥✱q
σ
−→△(ITC) p✳
✷✳ ❆ t❡st ❝❛s❡ ✐s ♥♦♥✲❜✐❛s❡❞ ✇✳r✳t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✐♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ∀I1✱ I2 t✇♦ ■❯❚s✱ ✐❢ σ∈ ❙❚r❛❝❡s ✭I1‖AI2✮ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② ❙❯❚ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ △(ITC)✱ ✈❡r❞✐❝t ❋❛✐❧ ✐s r❛✐s❡❞ ✐✛ ¬✭I1iopGI2✮✳
❊①❛♠♣❧❡ ✸ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✈❡r❞✐❝t ❛ss✐❣♥♠❡♥t r✉❧❡s ❛♥❞ t❡st ❝❛s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❋✐❣✳✹✲❜✱ ❛♥ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✿
❈♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❆❝❝❡♣t ❛ttr✐❜✉t❡ ❛r❡ ♣r✉♥❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✈❡r❞✐❝ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ■❚❈
✹ ❘❡s✉❧ts
●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ♣✉r♣♦s❡ ■❚P ❛♥❞ t✇♦ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s △(S1)✱ △(S2)✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t △(STP )❂△(S1)×△(S2)×■❚P✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐s
❡①tr❛❝t❡❞✳ ❆t ❧❛st✱ ❛♥ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤✐❧❡ P❛ss✱ ■♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ❛♥❞ ❋❛✐❧ ✈❡r❞✐❝ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙❚P ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛❝❝❡♣t ♣❛t❤s ❡①tr❛❝t✐♦♥✱
t❡st ❝❛s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r❞✐❝ts ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ △(STP ) ♦❢ ✶✷
st❛t❡s ❛♥❞ ✶✸ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❲❤❡r❡❛s ❜② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✻✻ st❛t❡s ❛♥❞ ✼✾ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ■❚P t❤❛t
❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❆❝❝❡♣t ❛♥❞ ❘❡❢✉s❡ ❛❧❧♦✇s q✉✐❝❦❧② s②♥t❤❡s✐③❡ ❛♥ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❇❡s✐❞❡s✱ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡s✐❣♥ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥♣✉ts✱ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s
❛♥❞ ♦✈❡r✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ■❚P ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ✐s ♥♦♥✲❜✐❛s❡❞✳ ✐✳❡✳✱ ∀I1✱ I2 t✇♦ ■❯❚s✱ ✐❢ σ∈ ❚r❛❝❡s ✭I1‖AI2✮ ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❯❚ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡✱ ✈❡r❞✐❝t Fail ✐s r❛✐s❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ¬✭I1iopGI2✮✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❜✐❛s❡❞
♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ∀I1✱ I2 t✇♦ ■❯❚s✱ ✐❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❋❛✐❧ ✈❡r❞✐❝t✱ t❤❡♥
¬(I1iopGI2)✳
▲❡t ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ❛♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s S1✱ S2✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✐❞ ■❚P✳ ❙t❛t❡ ❋❛✐❧ ✐♥ ✐♦♣ t❡st
❝❛s❡ s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t ❋❛✐❧ ✈❡r❞✐❝t ✐s ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡t σ ❛
tr❛❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙❯❚ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡✱ ✈❡r❞✐❝t ✭σ✱ ❙❯❚✮❂✈❡r❞✐❝t ✭✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ❛❢t❡r σ✮✳ ❆s ✐♦♣
t❡st ❝❛s❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤✉s ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ❛❢t❡r σ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭
❝❢✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✮✱ ✐❢ I1iopGI2 ❂ ∀σ∈ ❙❚r❛❝❡s ✭S1‖AS2✮✱ ❖✉t✭I1‖AI2✱ σ✮ ⊆ ❖✉t✭△✭S1‖AS2✮✱ σ✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈❡r❞✐❝t ✭✐♦♣ t❡st
❝❛s❡ ❛❢t❡r σ✮6=❋❛✐❧✳ ✈❡r❞✐❝t ✭σ✱ ❙❯❚✮6=❋❛✐❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ∀I1✱ I2 t✇♦ ■❯❚s✱ ✐❢ ¬(I1iopGI2)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❋❛✐❧ ✈❡r❞✐❝t✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ♦❢ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡r❞✐❝ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢❛✐r♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛❧❧ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
❆ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✶✶
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ tr❛❝❡ σ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ S1 ❛♥❞ S2✱ ✈❡r❞✐❝t ✭✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ❛❢t❡r σ✮=❋❛✐❧ ✇✐❧❧ ❜❡ r❛✐s❡❞ ❜②
r❡♣❡❛t✐♥❣ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡
s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥❡❡❞s t❤❛t ❆❝❝❡♣t ❛ttr✐❜✉t❡ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t ❛❝t✐♦♥s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭❝♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝✉t ❞✉r✐♥❣ ❙❚P ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮✳ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♥❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
s✐♥❣❧❡✲st✐♠✉❧✐ ✐♦♣ t❡st✐♥❣✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦
❚❤✐s r❡♣♦rt ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠❛❧ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ♣✉r♣♦s❡✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♦♣ t❡st ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r✉❧❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡
♣r♦❞✉❝t △(STP ) ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ■❚P✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚♦ r❡❧✐❡✈❡ st❛t❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ s✉✐t❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✿ ✭✐✮ ❊❛❝❤ t❡st ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❆❝❝❡♣t ❛♥❞ ❘❡❢✉s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❧✐♠✐t st❛t❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ✭✐✐✮ ❉❡♣t❤✲✜rst △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❦❡❡♣s ♦♥❧② t❤❡ ❡✈❡♥ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ t❡st ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✐✐✐✮ ❙t❛t❡s ✇✐t❤
❝♦♥✢✐❝ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈❡r❞✐❝ts ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞
t❡st ❝❛s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ r❡s♣❡❝ts t❤❡
✉♥❜✐❛s❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ✐✳❡✳ ✈❡r❞✐❝t Fail ✐s r❛✐s❡❞ ✐✛ ¬✭I1iopGI2✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s✐♥❣❧❡ st✐♠✉❧✐ ✐♦♣ t❡st ❝❛s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡
❡①♣❧♦s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ st✐❧❧ ❡①✐sts✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❝✉s ♦♥ r❡s❡❛r❝❤✐♥❣ ❜❡tt❡r ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❆✳✶ ❉❡♣t❤✲✜rst △(STP ) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿
• Current : ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❈✉rr❡♥t✿ ❂ q
△(STP )
0 ✳
• ❘✉❧❡s✭q✮✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❘✉❧❡s✭q✮ r❡t✉r♥s t✇♦ ✈❛❧✉❡s q✳s✉❝❝ ❛♥❞ q✳♥❜❴s✉❝❝✳ q✳s✉❝❝ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r st❛t❡s ♦❢ st❛t❡ q t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r✉❧❡s❀ ❲❤✐❧❡ q✳♥❜❴s✉❝❝ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r
st❛t❡s ♦❢ q✳
• q✳✈✐s✐t❡❞ ✿ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t st❛t❡ q t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
• ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s ✴ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ❚❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✴ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ tr❛✈❡rs✐♥❣ q
△(STP )
0 ❛♥❞ Accept
△(STP )
✳
• ❈r❡❛t❡❴tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❙❚P✱ ✭q✱ ♣✮✮✿ ●❡♥❡r❛t❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ st❛t❡ q t♦ st❛t❡ ♣ ✐♥ ❙❚P✳
• ❊♥❞❴❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ ❚❘❯❊ ✐✛ ♥♦ ♠♦r❡ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳
• ❈♦♥✢✐❝t✿ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ ❚❘❯❊ ✐✛ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ r✉❧❡ ❛t st❛t❡ q ✐s ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧❛❜❡❧s ❛t q ✳
• ❇r❛♥❝❤✿ ❆ st❛❝❦ t♦ st♦r❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ st❛t❡s✳ ❇r❛♥❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ P✉s❤ ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ ✐t❡♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢
❇r❛♥❝❤✳ P♦♣ r❡♠♦✈❡s ❛♥ ✐t❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❇r❛♥❝❤✳ ❙t❛❝❦t♦♣ r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ♠♦st ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❇r❛♥❝❤ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❡t✐♥❣ ✐t✳
• ❛❞❞ ✭s❡t✱ ①✮✿ ❛❞❞ ❛♥ ✐t❡♠ ① t♦ t❤❡ s❡t
• ❝❧❡❛r s❡t✿ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ s❡t
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
✶✷ ◆✳ ❈❤❡♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❉❡♣t❤✲✜rst ∆(STP ) ❈♦♥str✉❝t✐♦♥
■♥♣✉t✿ △(S1)✱ △(S2)✱ITP
❖✉t♣✉t✿ △(STP )
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ Current❂qSTP0 ✱ Branch❂❬❪✱ ❈✉rr❡♥t✳✈✐s✐t❡❞❂❬ ❪✱ ❊♥❞❴❊①♣❧♦r❛t✐♦♥❂❋❛❧s❡ ❀
✇❤✐❧❡ ♥♦t ❊♥❞❴❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞♦
❘✉❧❡s ✭❈✉rr❡♥t✮ ❀
✴✴ ■❢ ♦♥❧② ♦♥❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✐❢ ❈✉rr❡♥t✳♥❜❴s✉❝❝ ❂❂✶ t❤❡♥
❈r❡❛t❡❴tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭ △(STP )✱ ✭❈✉rr❡♥t✱ ◆❡①t✮✮ ✇❤❡r❡ ◆❡①t∈ ❈✉rr❡♥t✳s✉❝❝❀
❈✉rr❡♥t ❂ ◆❡①t
❡♥❞
✴✴ ■❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✐❢ ❈✉rr❡♥t✳♥❜❴s✉❝❝❃❂✷ t❤❡♥
✐❢ Current /∈ Branch t❤❡♥
P✉s❤✭❇r❛♥❝❤✱❈✉rr❡♥t✮
❡♥❞
✐❢ ∃ ◆❡①t ✇❤❡r❡ ◆❡①t ∈ ❈✉rr❡♥t✳s✉❝❝ ∧ ✭❈✉rr❡♥t✱ ◆❡①t✮ /∈ ❈✉rr❡♥t✳✈✐s✐t❡❞ t❤❡♥
❛❞❞ ✭❈✉rr❡♥t✳✈✐s✐t❡❞✱ ✭❈✉rr❡♥t✱ ◆❡①t✮✮ ❀
✐❢ Γ✭❈✉rr❡♥t✮ ❂ Ø ♦r Γ✭❈✉rr❡♥t✮ 6=Ø ∧ ♥♦t ❈♦♥✢✐❝t ♦r ✭Γ✭❈✉rr❡♥t✮ 6=Ø ∧ ❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ∃ ③∈Γ✭❈✉rr❡♥t✮
∩❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s ✮ t❤❡♥
❈r❡❛t❡❴tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭ △(STP )✱ ✭❈✉rr❡♥t✱ ◆❡①t✮✮❀
❈✉rr❡♥t ❂ ◆❡①t
❡♥❞
❡♥❞
✴✴ ❆❧❧ r✉❧❡s ❛t ❝✉rr❡♥t st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞✿
❡❧s❡
P♦♣✭❇r❛♥❝❤✱ ❈✉rr❡♥t✮❀
❈❧❡❛r ❈✉rr❡♥t✳✈✐s✐t❡❞ ❀
✐❢ Branch 6= ❬ ❪ t❤❡♥
❈✉rr❡♥t ❂❙t❛❝❦t♦♣ ✭❇r❛♥❝❤✮❀
❡❧s❡
❊♥❞❴❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❂ ❚r✉❡
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
✴✴ ◆♦ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞❀
❡❧s❡
✐❢ qITPCurrent ∈ Accept
ITP t❤❡♥
❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦✐♥s❂❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✭❈✉rr❡♥t✱△(STP )✮❀
❡♥❞
✐❢ Branch 6= ❬ ❪ t❤❡♥
❈✉rr❡♥t ❂❙t❛❝❦t♦♣ ✭❇r❛♥❝❤✮❀
❡♥❞
❡❧s❡
❊♥❞❴❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❂ ❚r✉❡
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❆✳✷ ❆❝❝❡♣t P❛t❤ ❙❡❛r❝❤
❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛ st❛t❡ q ∈ Accept∆(STP ) ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♠❛r❦ t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t
tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ ∆(STP ✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ q✳ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ st❛t❡
q✱ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❡❛r❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s tr❛✈❡rs✐♥❣ q
△(STP )
0 ❛♥❞ q✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛②s t✇♦ r♦❧❡s✿ ✭✐✮ ■t
✐♥❤✐❜✐ts ❝♦♥✢✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ ❛t ❜r❛♥❝❤✐♥❣ st❛t❡ q✱ t❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ Accept∆(STP )✱
t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ✭✐✐✮ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙❯❚ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ P❛ss ✈❡r❞✐❝t✳
❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬■r✐s❛ ❝©■❘■❙❆
❆ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❚❡st ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✶✸
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ∆(STP ✮
❛♥❞ ❛ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t st❛t❡ s♣❛❝❡✳
• ❡♥❞❴♠❛r❦✐♥❣ ✿ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜r❡❛❦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✳ end❴marking = False ♠❡❛♥s ♥♦t ❛❧❧ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ②❡t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❆❝❝❡♣t P❛t❤ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
■♥♣✉t✿ ❈✉rr❡♥t✱ △(STP )
❖✉t♣✉t✿ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s✱ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s
❇❡❣✐♥
❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s✳❛❞❞✭❈✉rr❡♥t✮
❡♥❞❴♠❛r❦✐♥❣❂❋❛❧s❡
✇❤✐❧❡ ♥♦t ❡♥❞❴♠❛r❦✐♥❣ ❞♦
❡♥❞❴♠❛r❦✐♥❣❂❚r✉❡ ❀
❢♦r ✭q, a, p✮ ✐♥ T△(STP ) ❞♦
✐❢ p∈❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s t❤❡♥
❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s✳❛❞❞✭✭q, a, p✮✮ ❀
✐❢ q /∈ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s t❤❡♥
❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s✳❛❞❞✭q✮ ❀
❡♥❞❴♠❛r❦✐♥❣❂❋❛❧s❡
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❘❡t✉r♥ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴st❛t❡s
❘❡t✉r♥ ❆❝❝❡♣t❴♣❛t❤❴tr❛♥s✐t✐♦♥s
❊♥❞
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ■❙❖✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✲ ❖♣❡♥ ❙②st❡♠ ■♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ❚❡st✐♥❣ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱ P❛rts ✶✲✼✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛♥❞❛r❞ ■❙❖✴■❊❈ ✾✻✹✻✴✶✲✼✱✶✾✾✹✳
❬✷❪ ◆✳ ❆r❛❦❛✇❛✱ ▼✳ P❤❛❧✐♣♣♦✉✱ ◆✳ ❘✐ss❡r✱ ❛♥❞ ❚✳ ❙♦♥❡♦❦❛✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✱ ✐♥ ❋♦r♠❛❧
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ▼✳ ❉✐❛③ ❛♥❞ ❘✳ ●r♦③✱ ❊❞s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ❈✲✶✵✱ ♣❛❣❡s ✸✾✼✕✹✶✷✱ ✶✾✾✸✳
❬✸❪ ❘❛✜q✱ ❖✳✱ ❈❛st❛♥❡t✱ ❘✳✿ ❋r♦♠ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✸r❞ ■♥t✳ ❲♦r❦s❤♦♣ Pr♦t♦❝♦❧ ❚❡st ❙②st❡♠✱
♣♣✳ ✸✼✶✕✸✽✺✱ ✶✾✾✵✳
❬✹❪ ❙✳ ❙❝❤✉❧③✱ ❆✳ ❲✐❧❡s ❛♥❞ ❙✳ ❘❛♥❞❛❧❧✳ ❚P▲❛♥✲❆ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❡st ♣✉r♣♦s❡s✳ ❊❚❙■✱ ❚❡st❈♦♠✴❋❆❚❊❙✱ ▲◆❈❙ ✹✺✽✶✱ ♣❛❣❡s
✷✾✷✲✸✵✹✱ ✷✵✵✼✳
❬✺❪ ❈✳❏❛r❞ ❛♥❞ ❚✳❏ér♦♥✳ ❚●❱✿ t❤❡♦r②✱ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦✐♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❚♦♦❧s ❢♦r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❚r❛♥s❢❡r✱
✷✵✵✹✳
❬✻❪ ▲✳ ❱❡r❤❛❛r❞✱ ❏✳ ❚r❡t♠❛♥s✱ P✳ ❑❛rs✱ ❊❞✳ ❇r✐♥❦s♠❛✳ ❖♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s t❡st✐♥❣✳ ■♥ ●r❡❣♦r ✈♦♥ ❇♦❝❦♠❛♥♥✱ ❘❛❝❤✐❞❛ ❉ss♦✉❧✐✱ ❛♥❞
❆♥✐♥❞②❛ ❉❛s✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦t♦❝♦❧ ❚❡st ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ❈✲✶✶ ♦❢ ■❋■P ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s ✺✺✲✻✻✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✾✷✳
❬✼❪ ❑✳❊❧✲❋❛❦✐❤✱ ❱✳❚r❡♥❦❛❡✈✱ ◆✳❙♣✐ts②♥❛ ❛♥❞ ◆✳❨❡✈t✉s❤❡♥❦♦✳ ❋❙▼ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✉❧t✐ st✐♠✉❧✐ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
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